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Capitolo 1

Premessa sulle strutture
geometriche

Oggetto di studio della Geometria sono le strutture geometriche, i loro gruppi di
trasformazioni (isomorfismi e automorfismi) e le proprieta invarianti rispetto alle
trasformazioni di tali gruppi.

In questo primo capitolo diamo uno sguardo alle proprieta fondamentali di alcune
classiche strutture geometriche. Come riferimenti bibliografici per una trattazione
pit approfondita di tali concetti suggeriamo ad esempio [16] e [18| per gli spazi
topologici e metrici, [1], (2], [3], [4], [6], [7], [15], [19] per i piani affini, gli spazi

vettoriali e proiettivi.

1.1 Definizione. Siano P un insieme non vuoto, e F una famiglia non vuota
di parti di P, ossia F C B(P). Chiamiamo spazio geometrico relativo a .# la
coppia (P,.%). Gli elementi di P vengono chiamati punti, mentre l’insieme P ¢
detto sostegno dello spazio geometrico (P, F) e la famiglia F ¢ detta struttura

geometrica su P.

Gli elementi di .# prendono nomi diversi a seconda del tipo di struttura
considerata. Vediamo ora alcuni esempi di strutture geometriche particolarmente

importanti.
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1.1 Spazi topologici

Siano X un insieme con X # () e 7 C P(X) una famiglia di parti di X che soddisfi

le seguenti proprieta:
(a) X,0 €T
(b) per ogni famiglia % C 7 si ha che | Z € T;
(c) per ogni famiglia finita .# C 7 si ha che (. € 7.

Diciamo allora che 7 é una struttura topologica o topologia sull’insieme X, gli ele-

menti di 7 vengono detti aperti e la coppia (X, 7) si dice spazio topologico.

1.2 Spazi metrici

1.2 Definizione. Sia X un insieme non vuoto. Diciamo che una funzione d :

X x X — R ¢ una metrica o distanza se, per ogni x,y,z € X:

(@) d(xz,y) >0 ed(z,y) =0 < z=y;

(b) d(z,y) = d(y,z);

(¢) dz,y) < d(x,z)+d(z,9).

Chiamiamo spazio metrico la coppia (X, d).
1.3 Definizione. Siano (X, d) uno spazio metrico, r €|0,+oc[ e x € X. Poniamo
B(z,r):={£e X : d(z,§) <r}.

Chiamiamo B(x,r) la palla aperta di centro x e raggio 7.

1.4 Definizione. Sia (X, d) uno spazio metrico. Allora la famiglia B = {B(x,r) :

v € X, r € R} delle palle aperte in X definisce una struttura metrica su X .
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Si ricordi che a partire dalla famiglia % di tutte le palle aperte, si puo definire

una famiglia pit ampia di parti di X, precisamente
Ta:={AC X :Vae€ AIreR" con B(a,r) C A} CP(X).
Chiamiamo 74 famiglia degli aperti di (X,d). Risulta banalmente & C 7.

1.5 Osservazione. Se (X,d) é uno spazio metrico e 74 la famiglia degli aperti in
X definita a partire dalla metrica, allora T4 gode delle proprieta (a), (b), (c) che
definiscono una topologia su X : essa verra detta la topologia indotta dalla metrica

d e in tal caso (X, 74) si dice spazio topologico metrizzabile.

1.6 Osservazione. E’ interessante osservare che, dato uno spazio metrico (X, d),
se la famiglia A delle palle aperte soddisfa a certe opportune proprieta, é possibile

ricostruire la metrica a partire da tale famiglia.

Diamo qui solo un suggerimento per un possibile modo di risalire alla funzione

d: X x X — R a partire dalla struttura metrica A.

1.7 Definizione. Siano (X,d) uno spazio metrico e 74 la famiglia degli aperti ad

esso associata. Per ogni S C X chiamiamo frontiera di S ["insieme
S ={zeX:zeclAdernyu=— ANS#0#AN(X\9)}
Chiamiamo chiusura di S Uinsieme S := S U OS.

Per ogni x,y € X poniamo ora

d(y) = 0 seesolose r =y
=Y r>0 se e solo se y € 0B(z,r)

Per assicurarci che questa definizione sia ben posta, ovvero chelad : X x X —- R
sia proprio una funzione, € necessario che le frontiere delle parte aperte dello spazio
metrico caratterizzino esattamente i punti che hanno distanza assegnata dai centri

delle palle; in altre parole, occorre poter dimostrare che:

Ve,ye X, e #y: dlz,y) =r >0 < y € dB(x,r).
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A tale scopo occorre e basta richiedere che per la famiglia 4 dello spazio metrico
(X, d) valga:
Ve,ye X, x#y: Ire R :y € 0B(x,r).

Si noti che questa condizione non ¢ sempre verificata negli spazi metrici: per
esempio, se si considera uno spazio metrico discreto si osserva subito che in esso la
frontiera di qualunque palla aperta € vuota, mentre se il supporto ha cardinalita
maggiore di 1 esistono coppie di punti distinti che hanno distanza 1.

Se pero si assume che valga questa proprieta, da essa si possono poi dedurre tutte

le proprieta della distanza d. In particolare, si puo dimostrare che
Ve,y € X : y € 0B(z,r) <= x € JdB(y,r),

che si traduce nella simmetria della funzione d. Si puo inoltre dimostrare che

Vz,ye X: ye B(z,r) = (Vs e R" B(y,s) C B(z,r + s)),

da cui segue facilmente la disuguaglianza triangolare.

Lasciamo queste dimostrazioni come esercizio.

1.3 Piani affini

1.8 Definizione. Siano K un campo (o corpo), A(K?) il piano affine associato

allo spazio vettoriale (sinistro o destro) K*. Poniamo P :=K?* e
%= {a+(r): ac K zec (K}

Chiamiamo % famiglia delle rette di A(K?). Chiamiamo piano affine coordina-
tizzato (o coordinatizzabile) su K la coppia (P, Z) e per la famiglia Z C B(P)

valgono le sequenti proprieta:

(A1) dati comunque due punti distinti di &, esiste una ed una sola retta di X

tale che li contenga. In simboli:

Ve,ye P, v#y, I ReR: x,y <€ R

'Indichiamo con T, ¥ la retta passante per i punti = e y.
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(A2) dati comunque un punto p € P ed una retta R € X, esiste una ed una sola

retta S € X per p parallela® ad R. In simboli:
VpeP,VRe#, ' Se#Z: pecS e¢ SNR=0 oppure S = R.

Indichiamo con (p || R) la retta per p parallela ad R. Se R = a+ (x), allora
risulta che S = p+ (z);

(A3) ogni retta contiene almeno due punti, ed esistono tre punti distinti di P non

allineati (cioé non appartenenti ad una stessa retta). In simboli:

VReRZ:|R|>2 ¢ |% >2

Generalizzando questo esempio si definisce struttura di piano affine su un
insieme P # () qualsiasi una famiglia Z C PB(P) soddisfacente alle condizioni

(A1), (A2),(A3), e la coppia (P, Z) si chiama piano affine.
1.9 Esempio. Vediamo il piu semplice esempio di piano affine.

P ={a,b,c,d}, % :={{a,b},{a,c}, {a,d},{b,c}, {bd},{c,d}}.
c d

a b

1.10 Osservazione. Considerando L’Esempio precedente, si ha che (P, %) & una
rappresentazione del piano affine A(Fy). Infatti basta porre, per esempio, a =
(0,0), b=1(0,1), c=(1,0), d = (1,1). Inoltre le rette sono tutti e soli i sottospazi

affini 1-dimensionali. Ad esempio
{a,0} = a+(b) = (0,0) +{(0,1)).

Si noti che esistono delle condizioni geometriche che caratterizzano i piani
affini (coordinatizzabili) su campi o su corpi non commutativi tra i piani affini pit

generali.

2Due rette di Z si dicono parallele se coincidono oppure non hanno punti in comune.
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1.11 Proposizione (di Pappo affine). Siano (P, %) un piano affine geometrico,
R € #Z wuna retta tale che |R| > 3 e sia S € #Z\ {R}. Siano ay,as,a3 € R e
bi,bs,b3 € S due terne di punti distinti. Supponiamo che

a17b2 H a27b1 € a17b3 H a37b1-
Allora ag,bs || ag, bs.

1.12 Osservazione. Si noti che in un piano affine (P, %) la cardinalita delle rette
risulta essere costante. Infatti per ogni R, S € X esiste una biiezione ¢ : R — S.
Verifichiamolo.

Si condideri un punto r € R\ S e un punto s € S\ R. Allora poiché r # s risulta
ben definita la retta T :=T7,5. Sia allora ¢ : R — S definita da o(x) = SN(x || T).
Tale applicazione é una biiezione tra R ed S poiche la retta T non é parallela ne

ad R neé ad S per costruzione.
Vale inoltre il seguente

1.13 Teorema. Un piano affine (P, %) ¢é coordinatizzabile su un campo K se e

solo se é verificata una delle sequenti condizioni:
(a) per ogni R € Z risulta che |R| = 2, quindi (P, %) = A(Fs);
(b) esiste una retta R € X tale che |R| > 2, (quindi per ogni R € % si ha

|R| > 2) ed inoltre ¢ verificata la Proposizione di Pappo affine.

1.4 Spazi vettoriali

1.14 Definizione. Sia V = V(K) uno spazio vettoriale sul campo K. Poniamo
P=VeX:={WePB(V): W<V} Lacoppia (P,X) & uno spazio geometrico

che possitamo ancora chiamare spazio vettoriale.

Osserviamo che, se V' = V,,(K), o pit semplicemente V' = K", la famiglia X
gode delle proprieta seguenti deducibili dalle proprieta algebriche di V,,(K), ma

esprimibili senza utilizzare operazioni vettoriali.
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(S1) E’ associato ad ogni sottospazio un numero intero k, con 0 < k < n, detto
rango del sottospazio e per ogni £k = 0,...,n esiste almeno un sottospazio
di rango k. Indicando con Sy un sottospazio con rg(Sy) = k, avremo che Sy
¢ unico ed é il sottospazio banale {0}, S; sono le rette vettoriali, ..., S, 1

sono gli iperpiani vettoriali ed infine .S,, & unico e coincide con V stesso;
(S2) se Sj, < Sy, allora h < k erisulta h = k <= S), = S;
(S3) S; :=S,NS; € X, inoltre
Sei=(UW: S, S <W}ex.

Chiamiamo S; sottospazio intersezione e S. sottospazio congiungente di Sy, e

Sk. Sinoti che risulta S, = Sy + Si;

(S4) h+k =i+ ¢ (formula di Grassmann).

Modificando di poco questo esempio, otteniamo il successivo.

1.5 Spazi proiettivi n-dimensionali
Sia V = V,1(K) e poniamo stavolta
P=PGV)={p=(v): veV},
dove (v) := {kv : k € K}, e poniamo
o= {S=[W]: W<V}, dove [W]:={(w): weW*.

Osserviamo che P é l'insieme dei sottospazi 1-dimensionali di V', mentre ¥ é I'in-
sieme dei sottospazi proiettivi, i quali non sono altro che i sottospazi vettoriali, ma
considerati come insiemi di sottospazi unidimensionali, anziché loro unioni. Allora
possiamo chiamare, per ogni sottospazio proiettivo W di V', dimensione (proietti-
va) di W il numero rg(W) — 1. Osserviamo che per W = {0} si ha che [W] =0 e
dim()) = —1. Dunque la proprieta (S1) dell” esempio precedente si formulera in

questo modo:
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(S1') ad ogni sottospazio proiettivo ¢ associato un numero intero k (—1 < k < n),
detto dimensione (proiettiva) del sottospazio e per ogni k = —1,...,n esiste
almeno un sottospazio Sy = [Wyy1] di dimensione k. Avremo che S_; = ()
ed € unico, Sy sono i sottospazi ridotti ad un solo punto, S; sono le rette

proiettive ([W] con rg(W) =2), ..., S, =P ed ¢ unico.

Le proprieta (S2), (53), (54) valgono anche in questo caso, senza variazioni.
La coppia (P = PG(V), ) viene chiamata spazio proiettivo n-dimensionale asso-
ciato allo spazio vettoriale V- = V,11(K) o spazio proiettivo n-dimensionale coor-

dinatizzato su K.

Generalizzando questo esempio, definiamo su un insieme qualsiasi P # () una
struttura proiettiva n-dimensionale come una famiglia . C B(P) soddisfacente

alle condizioni (S1'), (52), (S3), (S4), con

(83) S; == S, NS, € %, inoltre l'intersezione di una famiglia qualunque di

sottospazi € un sottospazio.
Sei=[WS: ShS < S}ex.

Chiamiamo S; sottospazio intersezione e S. sottospazio congiungente di Sy, e

Sk

La coppia (P,.) viene detta spazio proiettivo n-dimensionale.

1.15 Osservazione. Nella famiglia dei sottospazi di uno spazio proiettivo n-
dimensionale, con n > 1, si puo considerare in particolare la sottofamiglia X%

delle rette (sottospazi di dimensione 1), caratterizzata dalla proprieta:
(S1) dati comunque due punti distinti di P, esiste una ed una sola retta di # che

lv contenga.

DIMOSTRAZIONE. Siano infatti a,b € P, con a # b e sia S.(a, b) il loro sottospazio

congiungente. Dalla formula di Grassmann risulta 0+0 = —1+1, cioé¢ S.(a,b) ¢ una
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certa retta S;. Se ora S} € # é un’altra retta tale che a,b € S7, risulta S; C 5,

pertanto dall’assioma (S2) per gli spazi proiettivi segue che S; = S =: a,b.

Nel caso n = 2 si parla di spazio proiettivo bidimensionale, i cui sottospazi si
riducono a quello banale (), i singleton dei punti Sy, le rette S e il sottospazio
improprio (Ss, ossia lo spazio stesso). Poicheé allora gli unici sottospazi significativi
sono le rette, possiamo considerare come struttura proiettiva sull’insieme P dei
punti 'insieme

%I:{Sli 5'165”}

delle rette ed indicare il piano proiettivo con la coppia (P, Z).

La famiglia Z gode delle seguenti proprieta:

(P1) dati comunque due punti distinti di P, esiste una ed una sola retta di # che

li contenga;

(P2) date comunque due rette distinte di %, esiste uno ed un solo punto di P che

appartiene ad entrambe;
(P3) |%] = 2.
Aggiungiamo alle tre precedenti una ulteriore condizione:

(P4) YRe % : |R| > 3.

Si puo facilmente verificare che le proprieta (P3) e (P4) insieme possono essere
sostituite dalla richiesta che in P esistano quattro punti distinti, a tre a tre non

allineati.

1.16 Definizione. Chiamiamo piano proiettivo uno spazio geometrico (P, %) che

soddisfi (P1), (P2), (P3) e (P4).

1.17 Osservazione. Come per ¢ piani affini, anche per i piani proiettivi e, pit
n generale, per gli spazi proiettivi n-dimensionali ci si pone la questione sotto
quali ipotesi essi siano coordinatizzabili su un campo, o almeno su un corpo (non

necessariamente commutativo). Possiamo richiamare i sequenti risultati:
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(a) uno spazio proiettivo di dimensione almeno 2 ¢ coordinatizzabile su un corpo
(non necessariamente commutativo) se e solo se & verificata in esso la propo-
sizione di Desargues: utilizzando configurazioni di Desargues si puo costruire
il corpo delle coordinate; viceversa, se lo spazio é ottenuto da uno spazio vet-

toriale su un corpo, la proposizione di Desargues diviene un teorema(cfr. e.q.
[7);

(b) In dimensione n > 3 la proposizione di Desargues ¢ automaticamente ve-
rificata (si dimostra a partire dagli assiomi di spazio proiettivo), mentre in
dimensione 2 non c¢’é¢ modo di dimostrarla a partire dav soli asstomi di prano

proiettivo, dunque:

(¢) ogni spazio proiettivo di dimensione maggiore o uguale a 3 é coordinatizzabile

su un corpo, mentre esistono piani proiettivi non desarguesiani;

(d) uno spazio proiettivo di dimensione n > 2 é coordinatizzabile su un campo se

e solo se in almeno un piano € verificata la proposizione di Pappo proiettiva
(cfr. [7]).
(€) la proposizione di Pappo proiettiva implica la proposizione di Desarques;

(f) nel caso finito, ogni corpo & un campo, quindi le proposizioni di Desarques e

di Pappo proiettiva risultano equivalenti.

1.6 Spazi lineari e semilineari

Generalizzando gli esempi costituiti dai piani affini e proiettivi (in senso astratto),

possiamo considerare un insieme P # () di punti e Z C B(P) tale che

(L1) per due punti distinti passa una ed una sola retta di Z;

(L2) ogni retta contiene almeno due punti.

Otteniamo allora che &% € una struttura di rette o struttura lineare su P, e la
coppia (P, Z) ¢ detta spazio lineare.
Generalizzando ulteriormente, possiamo chiedere ad % di soddisfare ad una pro-

prieta piu debole di (L1), oltre che ad (L2):
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(SL1) per due punti passa al piu una retta di %;
(SL2) ogni retta contiene almeno due punti.

Allora (P, %) si chiama spazio semilineare. Tra gli spazi lineari vi sono gli spazi
affini e proiettivi di dimensione qualsiasi , purcheé si selezioni come famiglia di parti
di P la sola famiglia delle rette, ma anche svariati esempi non proiettivi , né affini.
Tra gli spazi semilineari vi sono tutti gli spazi lineari, i grafi, gli spazi polari, i

quadrangoli e i poligoni generalizzati, le geometrie parziali e semiparziali ([4]).
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